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2. (a) On a quel que soit n e N,

Up+v, up+3v, 2up+2v,—-u,—3v, u,—-U, W,
Wn+1 =Un+1 —Un+1 = 9 - 4 = 4 = 4 = 4

1 1
Pour tout n € N, 1'égalité w,+1 = —w, montre que la suite (w,) est géométrique de raison 1 et de

premier terme wo =ug—vo=21-3=18.

n
On sait qu’alors pour tout naturel n, w, =18 x (Z) .

1 n
(b) Comme 1 >0=> (Z) >0 et 18 > 0, donc la suite (w,) est une suite de nombres positifs.

1 n
D’autre part 0 < — <1 entraine que lim (—) =0etdonc lim w, =0.
4 n—+oo\ 4 n—-+oo
3. (a) Pour tout entier naturel n, on a :

Up+Up Up+v,—2u, —up+v, 1( ) 1
—u, = = =——(Up—Up)=—=w
2 . 2 2 g 2"

Up+l —Un =

(b) On a vu a la question 2. b. que w, > 0, quel que soit ’entier naturel n, donc —%wn < 0 et par consé-
quent :
Upt1—Up <0 < up+1 <uy, ce qui montre que la suite (u,) est décroissante.
On peut démontrer de la méme maniére que la suite (v,) est croissante. On admet ce résultat, et on re-
marque qu’on a alors : pour tout entier naturel n, v, =vy=3.
(c) Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona : u, = 3.
e Initialisation : On a uy =21 = 3 : la proposition est vraie au rang n = 0.
* Hérédité : on suppose que pour n €N, u, =3, on a aussi, pour n €N, v, =3.

On ajoute membre & membre ces deux inégalité on obtient : u, + v, =6 d’ ou en divisant par le
Up+Up

nombre positif 2 les deux membres de cet inégalité : = 3 et finalement u, .1 = 3.

* Conclusion :la minoration par 3 est vraie au rang 0 et si elle vraie au rang n, elle ’est aussi au
rang n + 1; d’apres le principe de récurrence on a donc quel que soitneN, u, =3.

La suite (u,) est décroissante et minorée par 3 : d’apres le théoréeme de la convergence monotone, elle
converge vers une limite ¢ = 3.

On peut démontrer de la méme maniére que la suite (v,) est convergente. On admet ce résultat, et on appelle ¢’
la limite de (v,).

4. (a) On avu ala question 2.b. que liIP wy, =0 ou encore que lil;l_l (up—vy)=0.
n—+oo n—+oo
Les deux suites (u,) et (v,) étant convergentes, on en déduit que lirP Uy = lil‘+n v, et donc que ¢ =¢'.
n—+oo n—+o0

(b) On considere la suite (c,) définie pour tout entier naturel n par : ¢, = u, + 2v,. On a donc Pour tout
neN:

Up+Up up+3v, up+v, up,+3v, 2u,-+4v,
Cn+l = Un+1+20p41 = B + 1 = + 3 = 2 =u,+2v,=c,
Pour tout n €N, ¢,41 = ¢,,. Donc la suite (¢,) est constante.

Pour tout neN, ¢, =co=ug+2v9=21+2x3=27.

(¢) Comme ¢, =u, +2v, et que (u,) et (v,) ont méme limite ¢, on a donc :
lim ¢, = liIP 27=27=¢+2¢=3¢.
n—+oo

n—+oo

27
3¢=27donc ¢ = 3 - 9. Les deux suites (u,) et (v,) convergent vers 9.



