Exercice 4

On considére les suites (u,) et (v,) définies par :
up=21 ; v9=3;

et pour tout entier naturel n :

Up +Up
Un+l = g

Unp+3v,
Un+1 = T

1. Calculer uq et vy.

2. On considére la suite (w,) définie pour tout entier naturel n par : w, = u, —v;,.

(a) Démontrer que la suite (w,) est géométrique de raison 7
En déduire, pour tout entier naturel n, 'expression de w, en fonction de n.

(b) Préciser le signe de la suite (w,) et la limite de cette suite.
1
3. (a) Démontrer que, pour tout entier naturel n,on a : u,1 —u, = —§wn.

(b) En déduire que la suite (u,) est décroissante.
On peut démontrer de la méme maniere que la suite (v,) est croissante. On admet ce résultat, et on
remarque qu’on a alors : pour tout entier naturel n, v, =vg = 3.
(c) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : u, = 3.
En déduire que la suite (z,) est convergente. On appelle ¢ la limite de (u,).
On peut démontrer de la méme maniére que la suite (v,) est convergente. On admet ce résultat, et on
appelle ¢’ 1a limite de (vy,).
4. (a) Démontrer que £ ="7¢".
(b) On considere la suite (c,) définie pour tout entier naturel n par : ¢, = u, + 2v,.
Démontrer que la suite (c,) est constante, c’est-a -dire que pour tout entier naturel n, on a :
Cn+1=Cnp.
En déduire que, pour tout entier naturel n , ¢, = 27.

(c) Déterminer la valeur commune des limites ¢ et ¢'.




