Exercice 7
La suite (u,) est définie sur N par ug = 1 et pour tout entier naturel n,

2 3
Up+il= gun + 3n+ 1.

1. Calculer, en détaillant les calculs, u1 et ug sous forme de fraction irréductible.

A B
1 n Up
Lextrait, reproduit ci-contre, d’'une feuille de calcul 2 0 1
réalisée avec un tableur présente les valeurs des pre- 3 1 14
miers termes de la suite (u,,). 4 9 2.16
5 3 3,064
6 4 4,0256

2. (a) Quelle formule, étirée ensuite vers le bas, peut-on écrire dans la cellule B3 de la feuille de calcul
pour obtenir les termes successifs de (z,) dans la colonne B?

(b) Conjecturer le sens de variation de la suite (u,).
3. (a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona:n<wu, <n-+1.
(b) En déduire, en justifiant la réponse, le sens de variation et la limite de la suite (u,).

(c) Démontrer que :

. Un
lim — =1.
n—+oo pn

4. On désigne par (v,) la suite définie sur N par v, =u, —n
2
(a) Démontrer que la suite (v,) est géométrique de raison "

2 n
(b) En déduire que, pour tout entier naturel n,on a: u, = (5) +n.

Solution

1. P 0 2 +3 0+1 2 1+1 7

. our = = = - — X = =X = -,

urn =0, u1=uo+1= zuot ¢ 5 5
2 3 2 7 3 54
Pourn=1,ui=uiy1=-ui+=-x1+1l==x—-+-+1=—.
5 5 5 5 5 25

2. (a) La formule, étirée ensuite vers le bas, que I'on peut écrire dans la cellule B3 de la feuille de calcul pour
obtenir les termes successifs de (1, ) dans la colonne B est :

=2/5*%B2+3/5* A2 +1

(b) La suite (1) semble croissante.

3. (a) On veut montrer par récurrence que pour tout neN, n<u,<n+1.

¢ Initialisation
Pour n =0, up=1et 0<1<1 donc la proposition est vraie au rang 0.
* Hérédité
Soitn €N, tel que n <u, <n+1,on a alors
3 3
n<up<n+l < gns—uns—(n+1)
3

2 3 2
<~ —n+-n<-up+-ns<-Mm+1+=-n
5 5 5 5 5 5



2 3
— ns—-upt-nsn+-—

5
3
<~ n+l<-up+-n+l<sn+-+1<<—=n+l<up1sn+-
5 5 5 5

. 8 - .
Maisn+-<n+2,doncn+1<u,;+; <n+2:la proposition est vraie au rang n + 1.
5

¢ Conclusion
La proposition est vraie au rang 0, et elle est héréditaire pour tout n = 0; d’aprés le principe de
récurrence, la proposition n < u, <n+1 est vraie pour tout n = 0.
(b) D’apres la question précédente :
® Pourtoutn,n<u,<n+ldoncn+l<u,i1 <n+2,onpeutécriredonc,n<u,<n+l<upi1<n+2,
en on déduit que u, <u,+1 ce qui démontre que la suite (u,) est croissante.
® Pour tout n,u, =n;or lim n=+oo donc, par comparaison, lim u, =+oo.
n—+ n—-+oo
u, n+l1l

(c) Pour tout n,n<u, <n+1doncpourtoutn>0,ona:l1<—-<
n

1
cest-a-dire : 1 < Un <1l+-—.
n n
. 1 . 1
lim —=0donc lim 1+—=1
n—+oopn n—+oo n
Un

Donc, d’apres le théoréeme des gendarmes : lim — =1.
n—+oo n

4. On désigne par (v,) la suite définie sur N par v, =u, —n

(a) Pour tout n, v, =u, —n donc u, =v, +n.

2 +2 2 2 t 0=1
-n=- —n—=n=-=Uy, e =up—-0=1.
5n 5vn 5n 5n 5vn, Vo =Ug

Donc la suite (v,,) est géométrique de raison q = E et de premier terme v = 1.

2 3 2
Un+1=un+1—(n+l)=gun+5n+l—n—1=g(vn+n)—

2 n
(b) On en déduit que, pour tout n, v, =vg xq" = (g) .

n
+n.

Comme u, =v,+n,onau,= (5



