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Pré-requis

1. Suites numériques.

2. Séries géométriques.

1 Généralités

Définition 1 Une série
∑

n∈N
un est dite "à termes positifs" si et seulement si ∀n ∈N, un ≥ 0

Proposition 1: Une série à termes positifs converge si et seulement la suite (Sn)n∈N de ses sommes
partielles est majorée. Une série à termes positifs divergente tend nécessairement vers +∞.

2 Théorèmes de comparaison

Théorème 1 : Majoration. Soient
∑

n∈N
un et

∑
n∈N

vn deux séries à termes positifs si ∀n ∈ N, 0 ≤
un ≤ vn et si

∑
n∈N

vn converge alors
∑

n∈N
un converge aussi.Si

∑
n∈N

un diverge alors
∑

n∈N
un diverge.

Théorème 2 : Domination. Soient
∑

n∈N
un et

∑
n∈N

vn deux séries à termes positifs si un = O(vn) et

si
∑

n∈N
vn converge alors

∑
n∈N

un converge aussi. Si
∑

n∈N
un diverge alors

∑
n∈N

vn diverge

Exemple :
∑

n∈N∗
ln(n)
n2 Converge car ln(n)

n2 =O( 1

n
3
2

)

Théorème 3 : Équivalence. Soient
∑

n∈N
un et

∑
n∈N

vn deux séries à termes positifs si un ∼ vn lorsque

n →+∞ alors
∑

n∈N
un et

∑
n∈N

vn Sont de même nature.

Exemple : Soit (un)(n∈N∗) la suite définie par : u1 = 1, ∀n ≥ 2, un =p
n+un−1, on montre que un ∼p

n
donc

∑
n∈N∗

un diverge.

Théorème 4 : Comparaison série intégrale. Soient n0 ∈ N et une application f : [n0,+∞[7→ R+

continue par morceaux et décroissante alors l’intégrale
+∞∫
n0

f est convergente si et seulement si la

série
∑

f (n) est convergente. On peut utiliser la comparaison série intégrale qui donne

∀n ≥ n0,
+∞∫

n+1

f ≤
+∞∑

k=n+1
f (k)≤

+∞∫
n

f

3 Critères de convergences

3.1 Séries de Riemann
Proposition 2 : Grâce au théorème 4 on montre que pour α ∈R fixé,

∑
n≥1

1
nα est convergente si et seulement

si α> 1.
Application Règle "nαun"
Soit

∑
n≥0

un une série à termes positifs. S’il existe α ∈]1,+∞[ tel que lim
n→+∞nαun = 0 alors

∑
n≥0

un est

convergente.
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3.2 Séries de Bertrand.
∀(α,β) ∈R2 fixés.

∑
n≥1

1
nα(lnn)β converge si et seulement si (α> 1) ou (α= 1 et β> 1).

Exemple: Étude de la série de terme général (n+1)
1
n −n

1
n+1 .

3.3 Règle d’Alembert

Soit
∑

n∈N
un une série à termes strictement positifs on suppose que

(
un+1
un

)
n≥0

admet une limite ℓ dans R+.

a. Si ℓ< 1, alors
∑

n∈N
un converge.

b. Si ℓ> 1, alors
∑

n∈N
un diverge.

Remarque : Appliquer la règle d’Alembert à une série à termes positifs revient à comparer cette série à
des séries géométriques.
Exemple : Série de terme général : un = nn

n! .

3.4 Règle de de Cauchy

Soit
∑

n∈N
un une série à termes positifs on suppose que lim

n→+∞(un)
1
n = ℓ.

a. Si ℓ< 1, alors
∑

n∈N
un converge.

b. Si ℓ> 1, alors
∑

n∈N
un diverge.

Exemple : Série de terme général : (a+ 1
n )n.

3.5 Règle de Duhamel
Soit

∑
n∈N

un une série à termes positifs telle que un+1
un

= 1− α
n + o( 1

n ) alors

a. Si α> 1, alors
∑

n∈N
un converge.

b. Si α< 1, alors
∑

n∈N
un diverge.

Exemple : Série de terme général : (a+1)(a+2)···(a+n)
n! .
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