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Le probléme central de la théorie des séries de Fourier est de savoir comment des fonctions ou des signaux
périodiques arbitraires peuvent étre écrits sous la forme d’une série de fonctions sinus et cosinus.

Soit a et b € R tels que a < b. Soit f une fonction réguliére. (xy)o<k<n une subdivision réguliére de [a,b].On
remplace f sur chaque intervalle [z, x;41] par une fonction polyndéme qu’on peut intégrer. Pour chacune des méthodes,
on donnera un majorant de la valeur absolue de la différence entre I'intégrale et sa valeur approchée. Un tel majorant
permet de déterminer, & priori, le pas de la subdivision & utiliser pour obtenir une approximation a € > 0 prés.

1 Meéthode des rectangles

Sur chaque intervalle |xy, xg11], f est remplacé par la fonction constante f(xy). L'intégrale de la fonction escalier

n—1 n—1 k(b
obtenue est alors R, (f) = b_Ta > flak) = b_Ta > f <a+ (n_a))
k=0 k=0

Théoréme 1.1: Majoration de ’approximation par la méthode des rectangles.

Soit f : [a,b] — R de classe C!. On note, pour n > 1,

n—1
R =105 (04 22 D) a1
k=0

z€[a,b]

On a alors

M; (b — a)?

/a " fleya - Rn<f>‘ < M-

Application : On considére f(z) = e~ sur [0,1]. f'(z) = —2ze~™ Pour z € [0,1], on a |2z] < 2 et [e™*"| < 1, et
donc M; < 2 I’écart est donc majorée par % la fonction python suivante integral(ecart) donne une valeur approchée
de fol e~ dt avec un écart inférieur a ecart.

N O U e W NN =

import math
def integral (ecart):
n=math. floor (1/ecart)+1
r=0
for k in range(n):
r=r+math.exp(—(k/n)*x2)
return r/n

Pour ecart < 107°, n =10° + 1 et fol e~ dt ~ 0.746827

2 Meéthode du point milieu

Théoréme 2.1: Majoration de ’approximation par la méthode du point milieu.

Soit f une fonction de classe C2 sur un intervalle [a,b] de R. On pose I = fab f(t)dt,Pour tout n > 1, on pose
Po(f) =22 S f (%) ot 7y = a+ k%2, On note My = max{|f”(z)|; z € [a,b]}. on a alors

(b—a)?®

M.
24n? 2

b
/ f(@)de — Pa(f)| <




On Remarque que la méthode du point milieu est beaucoup plus efficace que la méthode des rectangles, puisqu’elle
garantit une convergence en 1/n? et non en 1/n.
Application : On considére f(z) = e~ sur [0,1]. f”(z) = (422 — 2)e™®" Pour z € [0,1], on a |[422 — 2| < 2 et
\e_$2| < 1, et donc My < 2 I’écart est donc majorée par la fonction python suivante integral(ecart) donne une

1
| 2 12n2 "
valeur approchée de fo e~ T dt avec un écart inférieur a ecart.

=
o

1 import math
2 def integral(ecart):
3 n=math. floor (1/(12*ecart ) *x*0.5)+1
4 p=0
5 for k in range(n):
6 p=p+math.exp (—((2xk+1)/(2%n) ) **2)
7 return p/n
8 I= integral (10%x(—5))
9 print "[-" I
Pour ecart < 107°, n =92 et fol e~ dt ~ 0.746827
3 Meéthode des trapézes
Théoréme 3.1: Majoration de ’approximation par la méthode des trapézes.
Soit f une fonction de classe C? sur un intervalle [a,b] de R. On pose I = fab f(t)dt,Pour tout n > 1, on pose
-1
T b—anz:f(xk)—i—f(xkﬂ)
n n 2 .
k=0
olt zx = a+ k"2%.0n note My = max{|f”(z)|; = € [a,b]}. on a alors
MQ(b — a)3
I-T7T,| < ——+—.
| nl = 12n?2
On remarque que la méthode des trapézes multiplie le nombre de calcules n par un facteur v/2 par rapport a la
méthode du point milieu.
Application : On considére f(z) = e sur [0,1]. My < 2 T’écart est donc majorée par 6#' la fonction python
suivante integral(ecart) donne une valeur approchée de fol e~ dt avec un écart inférieur & ecart.
1 import math
2 def integral(ecart):
3 n=math. floor (1/(6xecart)**0.5)+1
4 t=0
5 for k in range(n):
6 t=t+(math.exp(—(k/n) *x*2)+math.exp(—((k+1)/n) xx2))
7 return t/(2%n)
8 I= integral (10**(—5))
9 print "I-" ]I

#I= 0.746820504803

Pour ecart < 1075, n =183 et [} e * dt ~ 0.74682



4 Meéthode de Simpson

Théoréme 4.1: Majoration de ’approximation par la méthode de Simpson.

Soit f une fonction de classe C* sur un intervalle [a, b] de R. On pose I = f; f(t)dt,Pour tout n > 1, on pose

S, — b_a§2f($k+$k+l)+ f(wk)J;f(ka

olt zx = a+ k”%.0n note M, = max{|f*(z)|; € [a,b]}. on a alors

My(b — a)®

I-— <
7= Sl < 2880n4

Application : On considére f(z) = ¢ sur [0,1]. [f#®(z) = 4(42% — 1222 + 3)e~*" Pour z € [0,1], on a

\4(43:2 — 1222 + 3)e*x2| < 12 et donc My < 12 Vécart est donc majorée par m. la fonction python suivante

. . 1 g2 . e N
integral(ecart) donne une valeur approchée de fo e~ T dt avec un écart inférieur & ecart.

1 import math
2 import math
3 def integral(ecart):
4 n=math. floor (1/(240*ecart) *%0.25)+1
5 s=0
6 for k in range(n):
7 s=s+2+math.exp(—((2xk+1)/(2*n) ) **2) +0.5%(math.exp(—(k/n) **2)+math.exp(—((k+1)/n )*%x2))
8 return s/(3xn)
9 I= integral (10**(—5))
10 print "I=" I
1 HHH
12 '#I= 0.7468249482544# résultat de |’exécution
Pour ecart <1075, n =5 et [ e * dt ~ 0.746827.
Avec la méthode de Simpson pour la méme précision € = 107>, Le nombre de calcules effectués a diminué considéra-
blement n = 5.
5 Avec des séries entiéres
1 +o00 1 ..2n +oo —1)"
e da = —1"/ T de= =Dt
1
2 from math import factorial
3 def somme(n):
4 s=0
5 for k in range(0,n,1):
6 s+=(—1)xxk/factorial (k) /(2xk+1)
7 return s
8 print "s=" somme(10)
9 s= 0.746824120701




6 Démonstrations des théorémes

6.1 Théoréme 1.1

Démonstration 1. soit g : [a, 8] — R une fonction de classe C1. D’aprés Uinégalité des d’accroissements finis, pour
tout t € [a, B] on a

l9(t) = g(@)] < sup |g'(z)| x [t —al.

z€la,f]
On intégre cette inégalité entre o, et B on trouve que
154 N2
[ 1o =gttt < s 9@l @
a z€la ] 2
e D’une part, par la relation de Chasles, on remarque que :
b _ (k+1)(b a)
| s »s / s T
a k=
e D’autre part, pour chaque k =0,...,n — 1, on a également

_ _ a+ (k+1)n(b7a) _
b af <a+k(b a))z/ f(a+k(b a))dt.
n n oy B=a) n

Par linéarité de l'intégrale et par linégalité triangulaire, on obtient

b k+1)(b a)
k(b — a)
) f(t)dt — R ‘ Z/ 0 f@t)—f <a—|—n>’dt.
On est exactement dans les conditions d’application de la l'inégalité (&), et on a, pour chaque k =0,...,n — 1,

at+ (k+1)(b—a)

n

(b —a)?
on2

f(t)—f<a+k(bn_®>‘dt§M1

at+ k(bn—a)

Puisqu’on somme n fois ces termes, on obtient bien [’inégalité énoncée.
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