Exercice 8

Partie I : Etude d’'une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur |0 ; +oo| par:
g(x) =In(x) +2x-2.

1. Déterminer les limites de g en +oo et 0.
2. Déterminer le sens de variation de la fonction g sur 0 ; +ool.
3. Démontrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a sur |0 ; +ool.

4. Calculer g(1) puis déterminer le signe de g sur ]0; +ool.

Partie II : Elude d’'une fonction f

On considére la fonction f, définie sur 10 ; +oo[ par:

1
fx) = (2 - ;) (In(x)-1).

1. a. Onadmet que la fonction f est dérivable sur ]0 ; +ool et on note f’ sa dérivée.
Démontrer que, pour tout x de ]0; +oo[,on a:

b. Dresser le tableau de variation de la fonction f sur ]0 ; +oo[. Le calcul des
limites n’est pas demandé.

2. Résoudre I'équation f(x) =0 sur ]0; +ool puis dresser le tableau de signes de f sur
I'intervalle 10 ; +ool.

Partie I1I : Etude d’une fonction F admettant pour dérivée la fonction f

On admet qu'il existe une fonction F dérivable sur 10 ; +oo[ dont la dérivée F’ est la fonc-
tion f.

Ainsi,ona: F' = f.

On note 6r la courbe représentative de la fonction F dans un repere orthonormé

—_

(O : 7, ] ) On ne cherchera pas a déterminer une expression de F(x).

1. Etudier les variations de F sur 10 ; +ool.

2. La courbe 6F représentative de F admet-elle des tangentes paralleles a 1'axe des
abscisses?

Justifier la réponse.




Correction

Partie I : étude d’une fonction auxiliaire
1. Lafontion g est définie sur ]0, +oo[,on détermine les limites de g en +co et en 0.
e lim In(x) =+ocoet lim 2x—2=+codoll par somme des limites lim g(x) =+o0
X—+00 x—+00 X—+00

. lirrolln(x) =—-ocoet lir%zx —2 =-2d’ou par somme des limites l'rr(} g(x) =—-o0
X— X— X—
x>0 x>0

1
2. La fonction g est somme de deux fonction dérivables sur 10 ; +oo[, g'(x) = — +2 > 0; donc
X
la fonction g est strictement croissante sur ]0 ; +oo|.

3. On dresse le tableau des variations de la fonction g :

X 0 a +00

g(x) (; —
/

—00

+00

D’apres ce tableau de variations, la fonction g est continue et strictement croissante sur
10, +o0[ de plus lirrol g(x) =—ocoet liIP g(x) = +o0. Donc d’apreés le corollaire du théoreme
xX— X—+00

x>0

des valeurs intermédiaires I’équation g(x) = 0 admet une unique solution « sur 10 ; +ool.
4. g)=In1+2-2=0donca=1.
On en déduit que g(x) <0sur]0; 1[, et que g(x) >0sur]l; +ool.

Partie II : étude d’une fonction f

1. a. Pourtoutxde]0; +oco[,ona:

1 1\(1 In(x)-1+2x-1 hx)+2x-2 gx)
f’(x)z(P)(ln(x)—l)+(2—;)( ): e = = =°3
b. Quel que soit x €]0 ; +ool, x%2>0donc f'(x) est du signe de g(x) qu’on a établit dans
la questionI-4.Ona f(1) = (2 - %) (In(H)-1)=-1

On dresse le tableau de variations de f :

X 0 1 +00
) - 0 B
f® \ /
-1

1 1 1
2. fx)=0 = 2-—-In(x)-1=0<= 2-—=00ulnx)-1=0 < ngoux:e
X X

4 . . 1
L'équation f(x) = 0 admet donc deux solutions sur ]0; +oo[: x = > etx=e.

On dresse le tableau de variations de la fonction f :

D=
—
(¢

X 0

Fx) ™~ 6/

+00

D=

fx) + - +




Partie III : étude d’'une fonction F admettant pour dérivée la fonction f

1. Comme F’ = f, les variations de la fonction F sont donc déterminées par le signe de f(x)
établit en II-2. On en déduit que F est croissante sur les intervalles ]0, %[ et ]0,+ool et F est
décroissante sur [0, +ool.

2. Le coefficient directeur de la tangente au point d’abscisse x = a a la courbe %6r est f(a).
Pour que 6r admette des tangentes paralleles a I'axe des abscisses, il faut trouver des va-
leurs de x pour lesquelles f(x) =0.

D’apres la question II-2, 6€F admet deux tangentes paralleles a I’axe des abscisses, en x = %
etenx=e.



