Exercice 10

Un joueur effectue plusieurs parties successives.

S’il a gagné une partie, alors la probabilité qu’il gagne la suivante vaut %
S’il a perdu une partie, alors la probabilité qu’il gagne la suivante vaut %
Soit S, et £, les événements :

S, : "le joueur a gagné la n-iéme partie"

E,, : "le joueur a perdu la n-iéme partie" .

Pour tout entier naturel n non nul, on pose : a, = P(S},).

1. Recopier et compléter I'arbre pondéré suivant.
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3. On suppose que la probabilité que le joueur gagne sa premiére partie vaut %

E,

2. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul,on a : a,+1 = %an I

(a) Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel » non nul,on a : a, = %

(b) Montrer que la suite (a,) est décroissante.

(c) Montrer que la suite (a,) est convergente.

(d) Déterminer lim a,.

n—+oo
4. On suppose que la probabilité que le joueur gagne sa premieére partie vaut a, ou a est un réel fixé de

Pintervalle [0;1]. On considére la suite auxiliaire (b,) définie pour tout entier naturel n» non nul par
b,=a,— %

(a) Montrer que la suite (b,) est géométrique et déterminer sa raison et son premier terme b; en

fonction de a.

(b) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a :
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(d) Interpréter concretement le résultat obtenu a la question 4(c).

(c) Déterminer lim a,.
n—+oo




Correction

1. D’apres I'énoncé P(S,) =a,, Pg, (Sp+1)= % et Pg (S,p+1)= % On complete ces données sur 'arbre pon-
déré.
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2. D’apres la formule des probabilités totales on a
P(Sy+1) =P(SpNSy+1) + P(ErNSyi1) = P(Sy) x Pg, (Sy+1) + P(ER) X Pg,,(Sp+1)

Donc :
P(S,+1) 2 +(1 ) ! + 1
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Donc, pour tout entier naturel » non nul, on a bien : a,+1 = %an + %

3. (a) Pour tout entier naturel n non nul, notons &, la propriété : a, = 71-
Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul, &, est vraie.

Initialisation : Ona: a1 = % > ;11 , donc &7; est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel non nul, supposons que 22, soit vraie. On a donc :
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Donca,,1 = %, par conséquent &2, ,jest vraie.
Conclusion : pour tout entier naturel » non nul, a, = %, .

(b) Soit n un entier naturel nonnul. Ona:a,.1—a, = %an + % —-a —%an + % Or, comme pour tout entier
X

QY= Il

naturel n non nul, on a a, = %, on obtient :—%an + % < —%
(ay) est décroissante.

=0, soit : ap+1 —a, <0. Donc la suite

(c) La suite (a,) est décroissante et minorée par %, elle est donc convergente.
(d) Posons: ¢ = nEglma » (cette limite existe car (a,) est convergente). Par passage a la limite dans I'égalité
An+1=2an+%,onobtient: (=3¢+3% don 50=0¢+1soit¢=1
4. (a) Pour tout entier naturel nonnuln : 5,41 =a,+1— i. Or:aps1= %an+ %, donc:b,41 = %an + % - i, soit :
bpi1= %an - % donc : b, = %(an - %) Soit : b,41 = %bn, donc la suite (b,,) est géométrique de raison
1 1

%. Son premier terme by =a1—3=a-%

(b) Par conséquent : pour tout entier naturel n» non nul,on a : b, = by x (%)n_l. Donc: b, =(a- %) x (%)”71

Et, comme anzbn+%,on obtient :
3G+
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(c) Comme 0 < % <l,ona: lim (a-1)x (%)n_l =0, donc lim a, = 1, on retrouve le résultat de la

question 3(d).

(d) La probabilité que le joueur gagne une partie se rapproche de % d’aussi pres que 'on veut pourvu que
le nombre de parties jouées soit suffisamment grand. Ce résultat est indépendant de la valeur de a.



