Exercice 1

Dans le plan muni d’un repere, on consideére ci-dessous la courbe Cy représentative d’une fonction
f, deux fois dérivable sur I'intervalle |0 ; +ool.

La courbe Cy admet une tangente horizontale T au point A(1; 4).
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1. Préciser les valeurs f(1) et f'(1).

On admet que la fonction f est définie pour tout réel x de lintervalle |0 ; +oo[ par :

a+blnzx
f(z) = atonw ou a etb sont deux nombres réels.
x

2. Démontrer que, pour tout réel x strictement positif, on a :

b—a—-blnx
flz)=—F—.

x

3. En déduire les valeurs des réels a et b.
Dans la suite de I’exercice, on admet que la fonction f est définie pour tout réel x de I'intervalle
10 ; 4o0f par :

. 4+4lnx
= " )

f(=)
4. Déterminer les limites de f en 0 et en +oc.
5. Déterminer le tableau de variations de f sur l'intervalle |0 ; +ool.

6. Démontrer que, pour tout réel z strictement positif, on a :

_ —4+8lnz
= = .

(=)

7. Montrer que la courbe C; posséde un unique point d’inflexion B dont on précisera les
coordonnées.

Correction

1. Par lecture graphique : f(1) = 4 et la tangente a la courbe C¢ au point d’abscisse 1 est horizontale

donc f/(1) = 0.

2. la fonction f est un quotient de deux fonctions dérivables sur |0 ; +oo[ dont le dénominateur ne

s’annule pas. La fonction f est donc dérivable sur cet intervalle :



bxz—1(a+blnz) b-—a—blnzx

ZT xT

b—a—>blnl
.Onaf(l)y=aet f'(1) = % = b—a. Les lectures graphiques de la question 1 donnent

f()y=a=4et f(1)=b—a=b—4=0. Donc b =4.

1
e Ona lim (4+4lnz) = —o0, et lim — = +o0, donc lim f(x) = —oc.
z—0t z—0t T z—0
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e Onapourz€|0; +oo|: f(z)=—+ ne

x x

. 4 . ) . 41nx ..
Or lim — = 0 et, par croissances comparées, lim = 0, donc par somme de limites :
T——+00 T rT—too I
e 1) =0
s . , —4lnz : .
. D’apres la question 2. Pour x €]0 ; 400, on a f'(x) = 5— qui a pour signe celui de —Inz.
x
e Size€l|0; 1], Inz <0, donc f'(z) > 0.
e Size€]l; +oof, Inz >0, donc f'(z) <0.
On obtient le tableau de variation de la fonction f :
x 0 1 +00
Signe
de f'(x) S
4
Variation /
de f
—00 0

. [ est une fonction quotient de fonctions dérivables sur |0 ; +oo[ dont le dénominateur ne s’annule
pas sur cet intervalle. f est donc dérivable sur 0 ; +oo] :

() = —4x L xa? -2z x (—4Inz) _ —4x+8xlnxr —4+8lnx
- - - . -

T T

3
. La courbe représentative de f admet un point d’inflexion en I(a; f(a)) si et seulement si sa
dérivée seconde s’annule en a en changeant de signe.

1
f"(z) =0 <= —4+48lnz=0 < —-1+2lhx=0 < lnxzi — =2
Le signe de f” sur ]0,4o00[ ne dépend que de celui de —4 + 81n z.
¢ Ona—-4+48hr<0 <— lnx>% = x>e%,
o Et 4+8nx>0 «<— lnazg% < azge%
Ainsi f” s’annule en changeant de signe en a = e3.
, ) 1 4+4x35 6 _1 .
L’ordonnée de ce point I est f (62) = ——5—= = — = 6e 2. La courbe C; admet un unique
e?2 e?2

point d’inflexion I(e% , 6e~3 ).



