
Correction

1. (Formule de Cauchy). Le rayon de convergence de la série entière étant infini, la série t →
∞∑

n=0
anrneint converge

normalement sur [0,2π] et
f (reit)e−ikt = ∑

n≥0
anrneinte−ikt

Puisque la série converge normalement, donc uniformément sur [0,2π], on peut inverser l’intégration et la
sommation et on trouve

2π∫
0

f (reit)e−iktdt = ∑
n≥0

anrn
2π∫
0

einte−iktdt

La dernière intégrale est égale à 0 si k 6= n, et à 2π sinon. Ce qui donne

2π∫
0

f (reit)e−iktdt = 2πakrk

On en conclut que

∀r > 0 ∀n ∈N anrn = 1
2π

2π∫
0

f (reit)e−intdt

2.

∀r > 0, ∀n ∈ N, |anrn| ≤ 1
2π

∫2π

0
| f (reit)|dt ≤ M( f , r)

3. la série entière f : z 7−→ ez = ∑
n≥0

zn

n! de rayon de convergence infini n’est pas un polynôme car par exemple
aucun de ses coefficients n’est nul et il y a unicité des coefficients d’une série entière ou bien parce qu’aucun
polynôme non nul n’est égal à sa dérivée pour des raisons de degré. On a bien f ∈ E et f ∉P .

4. Soit C > 0 tel que | f (z)|C pour tout z ∈C. Alors on a

|an| 1
2πrn

2π∫
0

Cdt = C
rn

Faisant tendre r vers +∞, on trouve an = 0 pour n1, ce qui entraîne que f est constante sur C, f (z)= a0.

5. Si f ∈P , alors pour n ≥ deg f +1, Rn( f )(z) = ∑
k≥n

ak zk = 0 et on a convergence uniforme de la série
∑

n≥0
anzn sur

C.

Réciproquement supposons que sup
z∈C

∣∣∣∣ ∑
k≥n+1

ak zk
∣∣∣∣ = 0. La fonction z → ∑

k≥n+1
ak zk étant continue, il existe M tel

que
∣∣∣∣ ∑
k≥n+1

ak zk
∣∣∣∣≤ M pour tout z ∈C.

La question précédente montre que
∑

k≥n+1
ak zk = an+1 ce qui montre que f est un polynôme.

1


