Correction

Exercice 1

1.

On considere la fonction g — In (x® + x + 1) définie sur 10 ; +ool.
La fonction u: x — x®+ x + 1 est strictement positive et dérivable sur ]0; +oo[ (fonction polynomiale,somme de
termes strictement positifs), donc la fonction composée g: x — In(u(x)) est dérivable sur ]0; +oo[. On a alors :

_u’(x)_ 2x+1
T u(x) x2+x+1

g'(x)
Réponse d

la fonction g: x — xIn(x) — x est dérivable sur ]0 ; +oo[ comme somme et produit de fonctions dérivables sur
cetintervalle et on a

g’(x)zlxln(x)erxi—lzln(x)+l—1:ln(x):f(x)

La fonction g est donc une primitive de f.

Réponse c

On factorise par les termes "dominants" du quotient a,. On a donc pour tout n dans N :

1 1
n ——
_1_3n_3 (3” 1)_(3)" 3n_1

an— - — | =
1+27 1 2 1
21 (2_n+1) 2_n+1
1
. - g ! 1 , n
Par somme et quotient de limitesona lim =—lcar lim — = lim — =0;Deplus lim (—) =+o00
n—>+oo_+1 n—+o03n n—+oo 2N n—+oo\ 2
27’1

3
car— > 1, donc par produit de limites lim (a;,) = —oco.
2 n—+oo

Réponse a.

La fonction dérivé f’ est décroissante sur [-2 ; 0], Donc la fonction f est concave sur cet intervalle.

Réponse d

f’'(x) sannule en x = 1 en changeant de signe et en passant du positif au négatif, la fonction f va donc admettre
un maximum en x = 1.

Réponse ¢
La valeur v de I'action augmente donc la boucle while s’exécute tant que v < 200 en ajoutant 1 a la valeur m du

mois a chaque exécution.

Réponse a.



Exercice 2

1. D’aprés1’énoncé ona P(M) =0,07, Py (T)=0,2 et P3;(T) =0,01.
On compleéte les donnée sur I'arbre pondéré suivant :

y !
M
O) 07 \
00 ~—7F
0,01 T
0,93

f

0,99 ~T
Onadonc P(MNnT)=0,07%0,8=0,056

2. Comme M et M forment une partition de I'univers, on peut utiliser la formule des probabilités totales,

P(TY=PMnNT) +P(]\_4r1 T) =0,07x0,8+0,93 x0,01 =0,0653
3. Dans un contexte de dépistage de la maladie, il est plus pertinent de calculer la probabilité d’étre malade sa-
chant que le test est positif Pr(M).
4. On cherche donc Pr(M). La formule des probabilités conditionnelles donne :

P(MnT) 0,07x0,8
= ~ 0,86
P(T) 0,0653

Pr(M) =

5. On note X la variable aléatoire qui donne le nombre d’individus ayant un test positif parmi les 10 personnes.

a. Le choix de la personne dans la population étant assimilé a un tirage avec remise, on a une indépendance
des 10 tirages, le succes étant défini par le test est positif, on peut assimiler cette variable aléatoire a une
loi de Bernoulli de parametre n =10 et p = 0,0653

b. On cherche P(X =2),

P(X=2)= 9 x0,0653° x (1-0,0653)" = 0,11

6. Soit n le nombre de personnes testées, on cherche P(X > 1) > 0,99.
On sait que P(X > 1) =1-P(X =0) avec P(X =0) =0,9347" on a donc les équivalences suivantes :

In(0,01
1-0,9347" > 0,99 < 0,9347" < 0,01 < nln(0,9347) <1n(0,01) < n> l((im < n>68,19
nv,

il faut donc tester au minimum 69 personnes dans ce pays pour qu'au moins I'une d’entre elles ait un test positif.



Exercice 3

U 1 u 1 7] 1
1. a. uj=ups1 = =—, Uy = =—etuz= =—.
1+ uy 2 1+ 3 1+u 4

1. | defliste(k) :

2. L=1]

3. u=l1

b. | 4. foriinrange(0, k+1) :

5. L.append(u)

6. u=u/(1+u)

7. return(L)
2. Pour tout entier naturel n,on a

Un Up—up(l+uy) —u?
Upy1 —Un = —Up= =
1+u, 1+ u, 1+u,

Comme pour tout entier naturel n, u; est strictement positif on a alors :

1+ uy,

Par conséquent u,+1 — u, <0 et donc La suite (u,) est strictement décroissante.

3. Comme (u,) est décroissante est minorée par 0, elle est convergente vers une limite £ = 0.

X
4. Lasuite (uy) est définie par u,+1 = f (u,) ou f estlafonction définie par f(x) = Tz’ La fonction f est continue
X

sur R* comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annulant pas sur cet intervalle. la

limite ¢ vérifie donc I'égalité f(¢) = ¢. La résolution de cette équation donne :

¢
— =l l(1+0)-¥l=0(>=00=0
1+¢

5. a. Les premiers termes de la suite (u,) sont : ,*++, on peut conjecturer que pour n €N, on a

W =
=

| -
DN | =

U, = ——
" n+1
. o 1 . .
b. Soit 22, la propriété :u, = il On va montrer par récurrence que pour tout n € N, &2, est vraie.
n
e Initialisation :

1
pour n =0, ug = —— = 1 donc &, est vraie.
0+1

o Hérédité :
1
Supposons que &, est vraie pour un entier n € N, on a donc u, = il
n

1 1

On aalors u,41 = Un __n+l _ _n+l _ L : %P, est donc vraie.
1+ uy, 1+ 1 n+l+1 1+(m+1)
n+1 n+1

e Conclusion:

Comme £ est vraie, et que pour n € N, 22, vraie implique &,,, vraie, d’apres le principe de récurrence

pour tout n € N, &2, est vraie.



Exercice 4

-1 4
1. a. Lespace est menu d’'un repére orthonormé donc le produit scalaire des vecteurs AB| 1 | et AC|7| est
-3 1

donné par:

AB-AC=-1x4+1x7-3x1=0

Les vecteurs AB et AC sont orthogonaux, donc le triangle ABC est rectangle en A.

1 5
b. Onaﬁ -1 etB_Cf 6
3 4

BA-BC =5-6+12=11etleslongueurs BA=\/12+ (—1)2+ 32 =1L et BC= V52 + 62 + 42 = \/77

c. Pour calculer la mesure de I’angle ABC, on exprime le produit scalaire BA - BC de deux facons différentes :

BA - BC = BA x BC x cos (ABC) © 11 = V11 x v/77 x cos (ABC)
& 11= V11 x V11 x V7 x cos (ABC)

< cos (ABC) !
cos =—
V7
AT'aide de la calculatrice on obtient ABC ~ 68° au degré pres.
2
2. a. Unvecteur normal du plan & estle vecteur n | —1|.
-1
Les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires car ABC est un triangle rectangle.
De plus o
n-AB=2x(-1)-1x1-1x(-3)=-2-1+3=0
et

7-AC=2x4-1x7-1x1=8-7-1=0

7 est donc un vecteur orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC), c’est donc un vecteur
normal de ce plan et du plan . Le plan & et (ABC) sont donc paralléles.

b. Le plan (ABC) a donc une équation de la forme 2x— y—z+d = 0. Le point B appartient a ce plan, on a donc

2x1+3+d=0<— d=-5

Une équation du plan (ABC) est donc
2x-y—-2-5=0

c. Ladroite 2 est orthogonale au plan (ABC) donc le vecteur 7 estun vecteur directeur de 9.
De plus 2 passe par le point E. On a donc

Mx;y;2€9 < W=t7l>, avec teR

soit
x—-1 = 2t x = 142t
y—2 = -t teR < y = 2-t teR
z—4 = -t z = 4-t¢



d. le point H est I'intersection du plan (ABC) avec la droite &, les coordonnées de H vérifient donc les équa-
tions du systéme suivant :

x=1+2t x=1+2t
=2-t =2—-t
y ¢=><y
z=4—t z=4-t1
2x—-y—-2z-5=0 20+2H-2-H-(4-1-5=0
3
x=1+2¢ r=3
y=2-t x=4
— A — < 1
z=4—-1 y==
6:-9=0 _%
Z__
2

AB x AC
3. Laire £ du triangle rectangle ABC est donnée par % = % avec AC = V42 +72+12? = /66 et donc

_V11xV66 11V6
S22

A

-3

—

h=HE est la hauteur de la pyramide. On a HE

3
3
|

3\2
On calculelalongueur h=HE = \/ (=3)2+ (5) +
ABCE

32 [27
5) = > Finalement on calcule le volume ¥ de la pyramide

1 1 11v6 27
7/:§%h:§x Z\/_X\/?:16,5unitésdevolume



